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Funktionen

Definition

Wenn X und Y Mengen sind, dann ist eine Funktion
f: X — Y von X nach Y eine Zuordnung von Elementen von
X zu Elementen von Y, so dass jedem x € X genaueiny € Y
zugeordnet wird. Fir dieses y wird f(x) geschrieben.
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Nicht nur Mathematiker...




Die Bildung von Folgen durch iterierte Anwendung einer
Funktion liefert oft interessante Ergebnisse:
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Fixpunkte

Wenn man zurzeit den Begriff Fixpunkt mit google sucht, dann
fihrt einen der “Top Hit” auf eine Seite, die wenig mit dem zu
tun hat, worum es mir hier geht...
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Sei f : X — X eine Funktion. x € X ist ein Fixpunkt von f,

wenn gilt:

f(x) = x.
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Beispiele aus der
Mathematik
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Ich will versuchen, den Existenzbeweis zu visualisieren...
Unser metrischer Raum sei jetzt der Bildschirm.

Wenn man eine Kamera auf den Bildschirm richtet und sich
das Bild auf dem Bildschirm anzeigen lasst, dann erhalt man

eine Kontraktion:
Die Funktion, die einem Pixel sein Bild-Pixel zuordnet.
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Satz (Picard-Lindeldf)

Wenn f ein Lipschitz-stetiges, zeitabhdngiges Vektorfeld ist,
dann hat die Differentialgleichung

x(t) = Xo,
X(1) = (tx(t)

eindeutige lokale Lésungen.
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x(t) = xo + tf(s, x(s))ds,

fo

far alle t in einer Umgebung von f.

Wenn uy eine beliebige stetige Funktion ist, die auf dieser
Umgebung definiert ist, dann kann man eine neue Funktion
u1 == F(up) definieren durch die rechte Seite der obigen

Gleichung:
t

ui(t):==xo+ [ f(s,uo(s))ds.
)
Dann ist x genau dann eine Lésung der Differentialgleichung,
wenn x ein Fixpunkt von F ist! Die Voraussetzungen
garantieren gerade, dass der Raum der stetigen Funktionen auf
einer (hinreichend kleinen) Umgebung U ein vollstandiger
metrischer Raum ist, und dass F eine Kontraktion ist. Also
existiert ein eindeutig bestimmter Fixpunkt von F.
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wird ein Limesprozess auf diese Folge angewandt.
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Bisher hatten wir Glick: f(x,,) = x,,, das heisst, spatestens im
Schritt w ist ein Fixpunkt gefunden.
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Dies ist kein universelles Beweisverfahren.

Theorem (Leo Brouwer)

Jede stetige Funktion von der abgeschlossenen
Einheitskreisscheibe in sich selbst hat einen Fixpunkt.

Der Beweis ist vollkommen unkonstruktiv.

Brouwer selbst war wohl am wenigsten mit diesem Theorem
zufrieden.

Er war Konstruktivist.



Definition
Ein offenes Intervall von reellen Zahlen ist eine Menge der
Form

(a,b):={xeR|a<x < b},

wobei a < b reelle Zahlen sind.
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Beweis: Fir eine beliebige Menge A von reellen Zahlen sei
lim(A) die Menge der Limespunkte von A.

Per Definition ist A genau dann abgeschlossen, wenn

lim(A) C Aist.

AuBerdem ist A genau dann perfekt, wenn A = lim(A) gilt, das
heisst, wenn A ein Fixpunkt der Funktion

lim : P(R) — P(R)

ist!
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Setze nun Y zusammen, wie folgt:

X

Dann ist
(lim"(Y) = {c}.
neN

wobei ¢ das “Zentrum” von Y ist, und der
Fixpunkt ist erst einen Schritt spater erreicht.



Man kann leicht Kopien von Y zusammensetzen, um Beispiele
zu konstruieren, wo der Fixpunkt noch spater erreicht wird.
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abgeschlossenen Menge reeller Zahlen. Wir haben

Ani1 =1lim(Ap)
gesetzt, und
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Mit A, haben wir eine abgeschlossene Menge von reellen
Zahlen erreicht, die eine Teilmenge eines jeden A, ist. Wir
kénnen also weitermachen:

Ist A, ein Fixpunkt von lim? Wenn nicht, dann setze:

A1 =1im(A,).

Ist A, 1 ein Fixpunkt von lim? Wenn nicht, dann setze:
A2 =1lim(A,11).

Wenn keines der A, ein Limespunkt ist, produzieren wir auf
diese Weise wieder eine unendliche Folge, und wir kdnnen
setzen:

Avz:= ) Aa

a<w-2
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Sie sind ein wesentliches Hilfsmittel der Mengenlehre, um
solche Prozesse zu formalisieren. Sie wurden von Georg

Cantor entdeckt.

Aber erreicht man irgendwann einen Fixpunkt von lim?
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Eine Surjektion von X auf Y
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Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzahlbar. Die Menge R
der reellen Zahlen ist tiberabzahlbar.

Ersteres ist leicht zu sehen: N x N ist abzahlbar. Betrachte die
Funktion f : N x N — N, die definiert ist durch:

(m+n(m+n+1)
2

f(m,n) = + m.

Dann ist f eine Bijektion zwischen N x N und N. Dass die
reellen Zahlen Uberabzahlbar sind, wurde von Georg Cantor
gezeigt.
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Nehmen wir an, der Prozess wiirde nicht im Laufe von
abzahlbar vielen Schritten einen Fixpunkt erreichen. Sei X4 die
kleinste Ordinalzahl, fir die die Menge Z = {a | @ < X4} nicht
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Fixiere o € 7.
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Dann wéahlen wir fir a € 7 ein x, € Ay \ Aa+1-

X, ist ein isolierter Punkt von A,.

Wir kbdnnen also rationale Zahlen I, und r, wahlen, so dass
(In, ra) N Ay = {X,} ist.
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Aber es gibt nur abzahlbar viele solche Paare von rationalen
Zahlen und Uberabzahlbar viele o € 7!

Also existieren o, o’ € Z, so dass I, = I, und r, = r, ist. Sei
a < o. Esfolgt:

{Xa} = (/a, I’a) N Aa D) (/o/; ra/) N Aa/ = {Xa/}.

Also ist x, = X/, aber x, ¢ A,+1 2 Ay. Das ist ein
Widerspruch.
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Sei also § < Ry minimal, so dass Ay = Ag1 ist.

P .= Ay ist dann eine perfekte Teilmenge von A. Sei S = A\ P.
Wir missen zeigen, dass S abzahlbar ist.

Das folgt mit einem ahnlichen Argument wie oben:

S=A\ A= ] Au\ Aass.

a<f

Ware S nicht abzahlbar, dann existierte ein «, so dass
A, \ A,.1 Uberabzahlbar ist. Fir jedes x € A, \ A,+1 kann
man nun (lx, ry) wahlen, so dass I, ry rationale Zahlen sind und

Ao N (I, 1) = {x}

ist. Wieder gibt es nur abzahlbar viele Wahimdglichkeiten, aber
Uberabzahlbar viele x, also existieren x # y, so dass Iy = I,
und ry = ry, ist. Aber dann ist

(X} = Aa 0 (b 1) = Ao 0 (ly, 1y) = ¥},

also x = y, ein Widerspruch. O
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Monotone Operatoren

Definition
Sei X eine Menge. Eine Funktion ' : P(X) — P(X) ist ein
monotoner Operator, wenn fiir A C B C X qilt:

r(A) CIr(B).

Monotone Operatoren begegnen einem immer wieder.
Beispielsweise die Funktion lim aus dem Beweis des Satzes
von Cantor-Bendixson ist ein monotoner Operator:

Wenn A C Bist und x ein Limespunkt von A ist, dann ist x auch
ein Limespunkt von B. Also ist lim(A) C lim(B).
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Im Beweis des Satzes von Cantor-Bendixson haben wir einen
maximalen Fixpunkt eines monotonen Operators konstruiert.
Hier ist ein Satz Uber die Existenz von minimalen Fixpunkten.

Jeder monotone Operator hat einen minimalen Fixpunkt, das
heisst, einen Fixpunkt, der in jedem Fixpunkt enthalten ist.
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Dann gilt:
ACA CAC...

An Limesstellen A (wie w) ist Ay = A.., also offensichtlich

a<
Aa g A)\v

fir a < .
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Es reicht also zu zeigen: A, C An+1 = (Aq).

Ware dies nicht der Fall, so gabe es ein kleinstes «, fir das
diese Inklusion falsch ist.

Dannist « # 0, denn Ay = 0.

Ist « ein Nachfolger, dann sei o = 3 + 1. Es folgt Ag C Ag+
nach Minimalitat von «, also

Ao = Api1 =T(Ag) C T(Apt1) = Agi2 = A

Andernfalls ist « eine Limeszahl, also A, = ;. As. Also ist
Aﬁ C A,, fur ﬁ < a, d.h,, F(Aﬁ) - F(Aa), also A5+1 - Aa+1 .
D.h,,
Ay = U Aﬁ+1 - Aa+1-
B<a
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aufsteigend ist, muss sie sich aus abstrakten Griinden
irgendwann stabilisieren, weil alle A, Teilmengen der Menge X
sind.

Sei o minimal, so dass A, = An+1 = (Ay) ist.

A, ist also ein Fixpunkt von TI'.

Warum ist A, der minimale Fixpunkt von I'?
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Sei B ein beliebiger Fixpunkt von .
Behauptung: Az C B, fiir jedes (.
Ware das nicht der Fall, kdnnte man 8 minimal wahlen, so dass
Ag Z Bist.
Dannist 3 # 0, da Ay = 0 ist.
Offensichtlich ist 3 keine Limeszahl, denn sonst ist
Ag = U§<ﬁ A¢, und fir jedes ¢ < 3 ist Ac C B, also gilt das
gleiche fur die Vereinigung.
Aber 3 kann auch kein Nachfolger sein:
Ware 3 = v + 1, dann hatten wir A, C B nach Minimalitat von
6. Also:
As = A1 =T(A)) € T(B) = B,

wegen der Monotonie von I und der Annahme, dass B ein
Fixpunkt von T ist. O
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Moral

Selbst wenn man unendlich oft
erfolglos
versucht hat, sein Ziel zu erreichen,

ist das noch lange kein Grund
aufzugeben.



